Formulario de Fisica Matematica
Observacao: este é um formuldrio de uso geral, que ¢é distribuido junto com as provas; a inclusao

de uma férmula neste formulario nao significa que ela necessariamente seja 1til para algum dos
problemas da prova.

Calculo Complexo

e Estas sao as duas condi¢oes de Cauchy-Riemann para uma funcao complexa w(z) = u(z,y) +
1v(z,y) de uma varidvel complexa z = z + 1 y:

ou(z,y)  Ov(z,y)
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ou(x,y)  Ov(z,y)
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e Este é o teorema de Cauchy-Goursat: se uma fungao complexa w(z) é analitica no interior
e na borda de uma regiao S do plano (z,y), entao é verdade que, na curva C' = 95 que é a
borda de S,

jqfcw(z) dz = 0.

e Esta ¢ a série de Taylor de uma fungao analitica f(z), em relacdo a um ponto z:
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_ fn/(zo) n
fe) =3 o s
n=0
e Este é o teorema de residuos: se uma fungao analitica f(z) tem n polos no interior de uma
curva C' do plano (z,y), cujos residuos sao by j, para j = 1,...,n, entdo é verdade que temos,

para a integral da funcao sobre a curva,

7{ f(z)dz =2m Zn:bl,j.
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e Esta é a definicao de residuo da funcao f(z) no ponto singular zp: o residuo b; é o coeficiente
do termo com a poténcia (z — z9) ~! da série de Laurent da funcao f(z), desenvolvida em torno
do ponto zy. Para polos simples ele pode ser calculado como o limite

by = lim (z — 29) f(2).
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e Esta é a definicao das fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico em termos da exponencial

real:
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e Alguns valores tteis da fungao ((s) de Riemann:

@ = 27; 3;

C(4) = 2><;6><5;
w>=yiﬁw
(®) = simrEr

Transformadas de Fourier

e As relagdes relevantes para a série de Fourier unidimensional de uma funcao real ¢(z) no
intervalo real [—L/2, L/2], para condigoes de contorno periédicas, sao

> k > k
plx) = % + ;ak cos (QWL:C) + ;Bk sin (27r;> ,

2 (L2 kx
ap = L/_L/2 dx cos<27rL> o(z),

2 [L/2 kx
b = / dx sin<27r> o(x).
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e As relagoes relevantes para a série de Fourier unidimensional de uma funcao real ¢(x) no
intervalo real [0, L], para condigoes de contorno nulas de Dirichlet, sao

oa) = Y pusin(n').
k=1

2 [F k
B = L/o dx sin<w;> o(z).

e As relagoes relevantes para a série de Fourier unidimensional de uma fungao real ¢(x) no
intervalo real [0, L], para condi¢oes de contorno nulas de Neumann, sao

- k
p(r) = % + ;ak cos(wi) ,

L
ap = i/o dz cos(w?) o(z).

e As relagoes relevantes para a série de Fourier bidimensional de uma funcao real ¢(z,y) com
x no intervalo real [0, L1] e y no intervalo real [0, Lo, para condigoes de contorno nulas de
Dirichlet, sao
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e As relagoes relevantes para a transformada de Fourier unidimensional de uma funcao real ¢(z)
com x na reta real sao

plz) = J/ dp e P 3(p),

= — dx e 'P*
¢ (p) or / N
/ dze'P* e P" = 276(p—p).

p(z),

Equagoes Diferenciais

e A equacdo de ondas para uma funcao f é dada por
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A equacao de difusao para uma funcao f é dada por
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O gradiente pode ser escrito em coordenadas cilindricas (r, 6, z) como
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O gradiente pode ser escrito em coordenadas esféricas (1,6, ¢) como
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O Laplaciano pode ser escrito em coordenadas cilindricas (r, 6, z) como
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O Laplaciano pode ser escrito em coordenadas esféricas (r, 6, ¢) como
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Funcgoes de Bessel

e A equagao de Bessel esférica, satisfeita pelas fungoes de Bessel esféricas j, (&), com £ = Ar, é
dada por
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e As férmulas para a derivada de uma funcao de Bessel esférica sao

Jn(€) + [€ —n(n+1)] jn(€) = 0.

55&'7"(5) = &1 (6) — (n+ 1)nl®),
gijn@) = (6 + nnl©),
2&52%@) = (&) — duia (6)] — Gn(©):

e A férmula de recorréncia para as funcoes de Bessel esféricas é dada por

(2n + 1)jn(§) = &lin-1(8) + Jns1(8)]-

e As funcoes de Bessel esféricas de ordem zero podem ser escritas em termos de funcoes elemen-
tares como

Jol€) = “f) yol&) =

e As férmulas de Rodrigues ou Rayleigh para as fungdes de Bessel esféricas sao dadas por

i = -1 (g 8)njo<§>,

X
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e A relagao de ortogonalidade das funcoes de Bessel esféricas, para um dado valor de n, é dada
por
ro 2 . . 7“3 3 2
/0 dr v jn(Aky 1) Jn(AkyT) = o> [n+1(Ak70)]” Ok ks
onde as constantes A\x, K =1,2,3,...,00 sao definidas por

jn(/\kro) =0.
e Uma funcao de r suficientemente bem comportada no intervalo [0, ] pode ser expandida como

uma série de Fourier-Bessel na base das funcoes de Bessel esféricas j, (), para um determinado
valor de n, como

F(r) =" Ak jn(ir)-
k=1



e A equacao de Bessel cilindrica, satisfeita pelas fungoes de Bessel cilindricas J,, (&), com & = Ar,
¢é dada por

0

faifjn(f) = fJnfl(g)_an(g)a
fgan(f) = e (6) + ),
2&%@ = a1 (6) = T (6).

e A férmula de recorréncia para as funcoes de Bessel cilindricas é dada por

2nJn (&) = £[In-1(&) + Jn1(§)]-

e As férmulas de Rodrigues para as fungdes de Bessel cilindricas sdo dadas por
1 o\"
Jn — _1 ne¢n - J ,
© = ¢ (G ¢) 0O

Vie) = (- ww(§§>xua

e A fungao geratriz para as fungdes de Bessel cilindricas é dada por

eréeos(®)  — ) +2 Z 1" I (€) cos(nd)
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ou, alternativamente, por
o3 (t=1/0)¢ Z .
n—=——oo
e A relacdo de ortogonalidade das funcgoes de Bessel cilindricas, para um dado valor de n, é dada

por

7"(% 2
— [Tt 1Ak 70)]” Ok ko
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/ drr Jn (Mg, 7)) In(Ag,m) = 5
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onde as constantes A\p, Kk =1,2,3,...,00 sao definidas por

Jn()\kTO) = 0.



e As seguintes relagoes valem para as funcoes de Bessel cilindricas indicadas:

Eao(e) = (fg[wl(&)],
§§JO<§> — 1),

()] ~ \/Z para € - oo,

k1 — & &~ m, para k — oo,

onde & = Agrg sao zeros de uma funcao de Bessel.

e Uma funcao de r suficientemente bem comportada no intervalo [0,79] pode ser expandida
como uma série de Fourier-Bessel na base das fungoes de Bessel cilindricas J,,(§), para um
determinado valor de n, como

Fr) =" Ap Ju(Agr).
k=1

e Algumas relacoes entre as diversas funcoes de Bessel cilindricas:

I,(§) = 17" Ju(e8),

Eo(€) = S0 06 +1Ya(E)],
Hél)(f) = Jn(§) +1Y0(§),

Kn§) = 52" HDG),

HP(€) = Jal€) = 1Ya(©).

e Algumas relagoes envolvendo os zeros &, das func¢oes de Bessel cilindricas J,,(€):
o
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Harmonicos Esféricos

e A equagao de Legendre, satisfeita pelos polinomios de Legendre P,(x), com x = cosf, é dada
por

- Zop o2 p P, (x) =0
( —x)a—x2 n(0) =25 Palx) +n(n + 1) Pa(x) = 0.

e A férmula envolvendo duas derivadas dos polindmios de Legendre é

(20 + 1)Paly) = aipnﬂ(x) - aiPM(x).



e As férmulas para a derivada de um polinéomio de Legendre sao

0 n(n+1)

(1—x%) apn(X) = T oyl [Prot1(x) — Poe1(})]
(1) 3P0 = (a4 D Pass (0 = XBa()
(1-x%) ;CPn(X) = —n[xPulx) = Pacr(¥)]-

A férmula de recorréncia para os polindémios de Legendre é dada por

(n+1)Pui1(x) — 2n + D)xPu(x) + nPr-1(x) =0,

que vale para n > 1.

A férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre é dada por

1 o

A funcao geratriz para os polinémios de Legendre é dada por
1

V2 =2y +1

A relacao de ortogonalidade dos polindmios de Legendre é dada por

\I/(t7 X) -

2
2n1 +1

Ining-

1
/_ ) dx Pny (X) Py (X) =

Uma funcao de x suficientemente bem comportada no intervalo [—1,1] pode ser expandida
como uma série de Fourier-Legendre na base dos polinomios de Legendre, como

= APl
n=0
e Os primeiros sete polinémios de Legendre sao dados por
Px) = 1,
Pi(x) = x
P = 5 (3 -1),
Py(x) = % (5x* = 3x)
Py(x) = %(35;{1 —30x* +3),
Ps(x) = % (63x° — 70x* + 15%) ,
Ps(x) = %6 (231x° — 315x" + 105y — 5) .



e As primeiras seis poténcias sdo dadas em termos dos polindmios de Legendre por

' = Py,
Xl - Pl(X)v
, 2 1
X° = R0+ 5P,
3 3
2 3
o= =00 + 2P0,
8 4 1
4
- °p °p °p
X 2 4(x)+7 2(x)+5 0(X),
8 4 3
5
- °p “p °p
X &3 5(X)+9 3(X)+7 1(X)



